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0 Bref rappel de la théorie de la mesure

Définition 1

Soit E un ensemble. Une tribu (ou o-algébre) sur E est une famille A de parties de F satisfaisant:
i) Fe A
i) Ae A = A°c A

iii) Si 4, € AVn €N, alors U A, e A
neN

Terminologie: A € A est une partie (A-)mesurable, (E,.A) est un espace mesurable.

Définition 2

Soit C C P(E). Alors o(C):= [ A
A tribu
CCA

Exemple 3

i) E un espace topologique avec une famille d’ouverts O.
B(E):=0(0)= tribu borélienne de E
i) Soit (E1,.A1) et (E2,.A2) des espaces mesurables. La tribu produit sur E; x Es est:
AL ® Ag :=0(A1 X Ay | A; € Ay)
Définition 4

Une mesure (positive) sur (E,.4) est une fonction p : A — [0, oo] satisfaisant (&) = 0 et p <|_| An> = Z w(Ay)
neN neN
ot (A, )nen est une famille de parties mesurables disjointes.

Exemple 5
i) E fini ou dénombrable, A = P(F) la mesure de comptage.

n(A) = |4]

ii) Pour z € E on définit la mesure de dirac en z par:

1 sized
0z(A) :=
) {0 siz ¢ A

iii) La mesure de Lebesgue sur (R, B(R)), I'unique mesure \ satisfaisant A((a,b)) =b—a Va <b.

Définition 6
Soit (E,.A), (F, B) deux espaces mesurables. Une fonction f : E — F est appellée mesurable si VB € B, f~1(B) € A



Définition 7

Soit (E,.A), (F,B) deux espaces mesurables, y une mesure sur (E, A), f : E — F mesurable. f,u (parfois aussi
f(u)) est la mesure (mesure-image) sur (F, B) définie VB € B:

fen(B) == p (f_l(B))

Soit £+ une mesure sur (E, A) et f: E — [0,00]. On note par [ f du = [ f(z) p(dz) (= [ f(z) du(z)) € [0,00]
lintégrale de f par rapport a p.

[+ E — R est intégrable si [ |f] du < oo, et dans ce cas
/f dp = /f+ dp — /f_ dp ou fy:=max(f,0) et f_:=max(—f,0)

Mesure produit

Soient p et v deux mesures o-finies sur (E, A) et (F, B) respectivement.
11 existe une unique mesure, notée p ® v, sur (E x F, A® B) telle que VA € A, VB € B:

V(A x B) = p(4) - v(B)

Théoreme de Fubini-Tonelli
Soit f: E x F — [0, 00] mesurable. Alors

/fdu@ /(/fxy dy) (d) /(/fxy dy)u(dx)



1 Fondaments de la théorie des probabilites

1.1 Espaces de probabilité

Motivation: Prenons un systéme aléatoire. Son état est un élément w dans un ensemble €2, 'ensemble des
réalisations ou des déterminations du hasard.

Exemple A - Lancé de dé: Q= {1,2,3,4,5,6}

Exemple B - lancer de fléchettes: Q=D ={wecC||w| <1}
A C P(R) est la famille des événements, c’est a dire les parties de 2 dont on peut évaluer les probabilités.

Exemple A A ={2,4,6}: jai lancé un nombre pair. A = {6}: j’ai lancé un 6.

Exemple B A=0.05-D = {w € Q| |w| <0.05}: jai tiré dans le bull’s eye.

Une fonction P: A — [0,1] ot P(A) est la probabilité d’obtenir ’événement A.

1
Exemple A P({6}) = =, P({2,4,6}) = 5 pour un dé équilibré.

1
67
— 1
Exemple B P(0.05-D) = 9z
Clairement on a P(2) = 1, P(AU B) = P(A) + P(B) pour A et B disjoints.

Définition 1 (Kolmogarov, 1933)

Un espace de probabilité est un triplet (£2,.4,P), ou (£2,.4) est un espace mesurable et P est une mesure sur (£2,.4)
satisfaisant P(2) = 1. On appelle ces mesures les mesures de probabilités.

Exemple 2

On lance un dé deux fois: Q = {1,...,6}%, A = P(Q). Partons de 'hypothese que le dé n’est pas biaisé, alors:

A
P(A) = %

Exemple 3

On lance un dé (équilibré) jusqu’a obtenir un 6. Q = {1,..., G}N*. Notons que l’ensemble des réalisations est infini
et que prendre comme tribu P(€2) nous donnerait une tribu bien trop grande. C’est pour ¢a que nous poserons:

A::J({weﬁ\wlzil, Wo =1l9,..., Wy = in, nGN*Jl,...,in6{1,...,6}})
Pour P, on aimerait avoir comme propriété:

1 n
Plw e |wi =i1,...,wp =in}) = (6) pour tout iy,...,i, € {1,...,6}

On verra qu'il existe un unique P sur (9, .A) satisfaisant cette propriété.



Exemple 4: Mouvement Brownien

Prenons une particule partant de 0 € R3 au temps ¢y = 0 avec une trajectoire continue et aléatoire. On peut alors
poser:
Q:=CR,R%) et A:=0({weQ|w(t)eB}|teR,, BeBR?)



1.2 Variable aléatoire

Motivation: Nous voulons une variable X dont la valeur dépend de la réalisation w.

Définition 5
Soit (E, &) un espace mesurable. Une variable aléatoire (Noté: VA) (Souvent omis: & valeur) dans E est une
fonction mesurable X : Q@ — E

Remarque: Si (E, &) n’est pas précisé alors il est sous-entendu: (E, &) := (R, B(R))

Exemple 2 (suite)

Notons nos lancés: w = (i,5) € {1,...,6}2, on peut par exemple prendre la variable aléatoire: X((i, ])) =1i+7,1a
somme des points.

Exemple 3 (suite)

w = (w;)ien+ € §2, on peut noter la variable aléatoire:
X(w) :=1inf{i € N* |w; =6} avec la convention inf@ = oo
Notons alors que X : Q — N* U {00}, vérifions que X soit bien mesurable, Vk € N*:

X ') ={weQ|w #6,...,wp_1 # 6,w =6}

Exemple 4 (suite)

On pourait noter la variable aléatoire naturelle: X (w) = w(t) € R3.

Définition 6

La loi (ou la distribution) de la VA X est la mesure Py := X, P sur (E,€) et donc (E,E,Px) est un espace de
proba. Et alors:
VBe &, Px(B)=P (X '(B)) =P({w| X(w) € B}) =:P(X € B)

La notation probabiliste: {w | X(w € B)} =: {X € B}

Remarque ”banale”

Soit p une mesure de probabilité sur un espace mesurable (F,£). Comment construire une VA avec loi p 7

Posons juste l'identité:
(QAP):=(E,Eu) et X(w)=w
Cas particuliers ”élémentaires”

o VA discrete.
E fini ou dénombrable, £ = P(E). Alors Px = Z Pz - 0z OU py :=P(X = x).
rck

-



Px(B)IP’(XGB)lP’<U{Xx}> ZSBX =2)= Y pa-6.(B)

zEB zeB el

(*) Notons que cette égalité est justifiée par le fait que B soit au plus dénombrable et que I'union est disjointe.

Exemple 3 (suite)
X e N*U{oo}. Pour k > 1, on a:

5

P(X =k) =P(w; #6, wa #6,...,wp_1#6, wp=06)=P U  fwr=inwo =i, wp1 =g, w0 = 6}

ityein_1=1
CEIo
6 6 \6

Remarque: P(X =o0)=1-— Z]P’(X =k)=0
k=1

Notons néanmoins que {X = oo} contient énormément d’éléments de 2. 11 est non-dénombrable.

VA a densité.
(B, &) = (R4, B(RY)) et Py est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe une fonction mesurable p : R¢ — R telle que:

Px(B) = /Bp(ac) dx

Terminologie: p est appelé la densité (de la loi) de X.



1.3 Espérance mathématique
Définition 7
Soit X une VA réelle. L’espérance de X est:

E[X] := / X (w) P(dw)

qui est bien définie si X > 0, (alors E[X] € [0, 00]) ou E[|X]|] < co (X est intégrable).

Si X = (Xy,...,X,) € R on définit:

Proposition 8

Pour une VA X dans (E,€) et f: E — RU {co} mesurable, on a:
B0 = [ f() Px(do)
si f>0ousiE[|f(X)]] <oo

Démonstration: Exercice 1.1

Exemple 2 (suite)
Lancé de deux dés et la variable aléatoire est la somme des résultats.

6

1 L
BIX] = o Y (i47) = =7
ij=1
Exemple 3 (suite)
oo 1 00 5 k—1
E = = = — —
(X] =) k-P(X =k) 5 >k (6>
k=1 k=1
- 1
Notons l'identité Z ka1l = et alors E[X] =6

i (1-a)*



1.4 Lois classiques
Lois discretes

(a) Loi uniforme.

E fini,et Vz € E

(b) Loi de Bernoulli. (p € [0,1])
E=1{0,1}

Interprétation: piece truquée

(c) Loi bindmiale. (n € N*, p € [0,1])
E=H{0,...,n}

k) = (Z) P =p) Tt

Interprétation: nombre de faces obtenus dans n lancés d’une piece truquée

(d) Loi géométrique. (p € (0,1) )
E=N
P(X =k)=(1-p) p"

Interprétation: nombre de faces avant le premier ”pile”

(e) Loi de Poisson. (A € Ry)
E=N N
AT

P(X = k) = T5e

Interprétation: Nombre d’événements rares durant une longue période X,, a loi binémiale avec parametres n
et pn. Sin-p, — Aalors P(X,, =k) — P(X = k) (de Poisson)
n—oo

n— oo



Lois continues

X est VA dans R avec densité p.

(a) Loi uniforme sur [a, b]

(b) Loi exponentielle (A > 0)

2.01

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 1

0.00 0.25 0.50 0.75

plx) =1, (x) - X-e

0

1

(c) Loi Gaussienne (ou normale) (m € R,o > 0)

() 1 (z —m)?
x) = cexp | —
b V2mo? P 202
0.15 1
0.10 1
0.05 1
0.00 L T T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4




1.5 Fonction de répartition
Définition 9
Pour une VA réelle X, on définit la fonction de répartition: Fx : R — [0, 1] par:

Fx(t) == P(X < t)

Proposition 10

Si F' = Fx est la fonction de répartition d’'une VA X, alors:
(i) F est croissante.
(ii) tll{noo F(t) =0, et tlg& F(t)=1

(iii) F est continue par & droite: li{E F(s) = F(t)
s

Démonstration:

(i) évident.
(ii)) Avec A, ={X <n}etB,={X < -n}onaQ= UAnetQ: ﬂBn
neN neN

En utilisant I’exercice 1.2, par exemple:

1=P() = lim P(4,) = lim F(n)

n—oo n—oo

(iii) Soit (an)nen une suite décroissante satisfaisant a,, > 0 Vn et a,, = 0. Avec A, ={X <t+a,}ona

n— oo n— oo

lim F(t+a,) = lim P(A,) “2?P ( ﬂAn> =P(X <t)

Inversément, est-ce que chaque fonction F' satisfaisant ces propriétés est une fonction de répartition ? (voui)

Proposition 11
Si F satisfait (i)-(iii) de la proposition 10 alors il existe une VA telle que F' = Fx

Démonstration:
Soit © := (0,1), A= B((0,1)), P = mesure Lebesgue. Pour w € 2, on définit:

X (w) :=sup{s | F(s) < w}

Nous allons montrer que, ¥t € R: {w | X(w) <t} ={w |w < F(t)}
Supposons que nous ’avons montré, alors:

Fx(t) = P(X < 1) = P({w | w < F(/)}) = F(1)

Montrons maintenant l'identité, par double inclusion. On observe:

10



- w< F(t) = t> X(w) (Par definition de X et du sup)

Sw> F(t) TR 3o 5 0 Ftde) <w = X(w)>tte = X(w) >t

O

Remarque 12: La fonction X : (0,1) — R construite en haut est souvent appelée inverse de F', notée F~!, méme
si F' n’est pas bijective.

11



1.6 Tribu engendrée par une variable aléatoire

Définition 13

Soit X une VA & valeurs dans (F, ). La tribu engendrée par X est:
o(X):={XYB)|Be&}

(La plus petite tribu sur ©Q qui rende X mesurable)

Proposition 14

Soit X une VA & valeurs dans (F, &) et Y une VA & valeurs réelles. Sont équivalents:
(i) Y est o(X)-mesurable
(i) 3f: (E,&) — (R,B(R)) mesurable telle que Y = f(X)

Démonstration:

(ii) = (i) Exercice

(i) = (ii) Soit Y o(X)-mesurable.

Cas 1: Y étagée. ¥ = Z)‘ilAw A; € 0(X) Alors Vi, 3B; € € tel que A; = X~ 1(B;), et donc:
i=1

Y = Z/\ilel(gi) = Z)\zlb7 o X = fOX
i=1 i=1

ou f:= Z/\ilBi mesurable.
i=1
Cas 2: Y général.
On aY = lim Y,, ou Y, sont étagées et Y,, sont o(X)-mesurables. Par le cas 1, Vn, 3f, : E - R

n— oo

mesurable telle que Y;, = f,,(X). On définit:

n—roo

lim f,(x) sila limite existe
f(@) = ,
0 sinon

f est mesurable.
De plus, Vw € Q, la limite lim f,(z) existe pour z = X(w). (puisque fn(X(w)) = Y, (w) = Y(w))
n—oo

Finalement, f(X(w)) = nh—>Holo fo(X (W) =Y (w)

12



1.7 Moments et inégalités de base
Définition 15

Soit X une VA réelle et R 5 p > 1. Le moment d’ordre p de X est E[XP] définie si X > 0 oup € N* et E[| X |P] < o0
sinon.

Nous parlerons d’espaces LP = LP(Q, A, P), p € [1,00] sont définie comme dans le cours d’analyse fonctionnelle,
avec la norme:

1 X1, := (E[\XW)% oup < oo, || X|le:=ess sup|X|=inf{t>0|P(X >t)=0}

En probabilité, on écrit presque stirement (p.s.) & la place du ”presque partout” que ’on rencontre en analyse.

Proposition 16: Inégalité de Holder

1 1
1<p, ¢g<o00, —+— =1, alors:
p q
(XY < (1 X1 1Y llq

Cas particuliers importants

(W) X, <l Xllgsil<p<g<oo

(ii) B[ |XY|] <E[ X?]7 -E[ Y?]? (Cauchy-Schwarz)
(i) E[|X]]* < E[X?]

Définition 17
Soit X € L2. La variance de X est
Var(X) := E [(X — E[X])?]
Remarque 18
e Var(X) = E[X?] - E[X]?

e Va € R, E[(X — a)]? = Var(X) + (E[X] — a)? et donc Var(X) = nelﬂng [(X —a)?]

Proposition 19:(Bienaymé-Tchebychev-Markov)

Soit f: R — Ry croissante et X une VA réelle. Alors pour tout a € R on a

E[f(X)]
FX 2 <=5
-
P(X > a) <P(f(x) > f(a)) = E [Ls@)2f()] < E [1f(fr)>f(a) ' fcgzﬂ < Egcf(g)]

13



Cas Particuliers importants:
E[X]
a

e X>0,a>0,P(X >a) < (Markov)

Var(X
e Xel? a>0,P(|X —E[X]]| >a)< % (Tchebychev)
]E[eXX

eaA

e P(X >a)< et ce YA > 0 (Chernov)

Définition 20

(i) X,Y € L?, on défini la covariance:

Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]

i) X =(Xy,...,Xq) avec X; € L? Vi
Cov(X) = (Cov(Xi,Xj))j.

Jj=1

C’est donc une matrice d x d

Remarque 21 Cov(X) est une matrice positive, i.e.

<\ Cov(X)A>>0 VYAeR?

14



2 Indépendance

2.1 Evénements indépendants
Définition 1
Deux évenements dans la tribu A, B € A sont indépendants si

P(AN B) = P(A) - P(B)

Interpretation: C’est le fait de savoir que B est réalisé ne donne pas d’information sur si A s’est réalisé ou pas.
Plus formellement on peut parler de probabilité conditionnelle. P(A | B) est lu: Probabilité de A sachant que B

est réalisé.
P(ANB)

P(B)
Mais alors si A et B sont indépendants nous avons: P(A | B) = P(A)

P(A ] B) =

Exemple 2

(i) Lancer de deux dés.
A={6} x{1,...,6} et B={1,...,6} x {6} sont indépendants.
(ii) Lancer d’'un seul dé. A = {1,2}, B = {1,3,5} sont indépendants.
En effet on vérifie facilement: 1 9 3
P(ANB)= - =~.2 =P(A)-P(B
(ANB) =2 =22 =P(4)-B(B)
Définition 3

Une famille d’éveénements {A;};cr est indépendants si pour tout J C I fini on a:
P (ﬂ AZ-> =[P«
ieJ =
Remarque 4 Soit [ fini. Il ne suffit pas que
P <ﬂ AZ-) =[P4
icl il

Aussi, il ne suffit pas que pour chaque pair {i,j} C I, A; et A; sont indépendants. Il faut bien que I’égalité
tienne pour tout les sous ensemble J de I.

-

Deux lancers de piece équilibrées.
1 1 1
A= {1} x{0,1}, P(4) = 5, B={0,1} x {1}, P(B) = 5 et O = {(0,0), (1,1)}, P(C) = 1

1 1 1 1

| =

15



2.2 Lemme de classe monotone (intermezzo)

C’est une excursion en théorie de la mesure.
Soit E un ensemble.

Définition 5
M C P(E) est une classe monotone si
(i) Ee M
(i) ABeEMet ACB = B\AeM

(i) An € Mot A, C Appy = | JAn eM

Définition 6
La classe monotone engendrée par une famille C C P(E) est:

M(C) := N M

MDC
M class. mono.

Proposition 7: Lemme de classe monotone

Si C C P(FE) est stable par intersection finies (A, B € C = AN B € () alors:

Démonstration.:

Une tribu est une classe monotone = M(C) C ¢(C). Pour montrer que o(C) C M(C) on montre que M(C) est
une tribu.

D’abord on trouve que une classe monotone M est une tribu si et seulement si elle est stable par intersection finie.

-

M classe monotone stable par intersection finie =— A,Be M — A¢, B°e M

= A°NB‘eM = AUB e M Et donc M est stable par unions finies.

Soient Ay, As, - € M et posons B, := Ay U---UA,. Alors B, € M par le resultat précédent. Et
alors:

UAn=JBneM

11 suffit de montrer que 4, B € M(C) = AN B e M(C).
Soit A € C fixé. Posons:
My = {B eM(C)|AnBe M(C)}

C est stable par intersections finies = (a) C C M,
De plus, (b) M; est une classe monotone.

-

16



(i): trivial
(ii): B,B’ € Mj et B C B’ nous avons alors:

= AN(B'\B)=(ANnB)\(AnB)e M(C) = B'\BeM;
(iii): B, € My et B,, C Bpy1

AN (UBn) =JANnB,) e M(C) = |JBneM

n

eM(C)
_|
Et alors (a) et (b) = M(C) Cc M; = VA€, VB e M(C), AnB e M(C)
Maintenant on répete cet argument en fixant B € M(C) et on définit:
My :={AeM(C)|ANB e M)}
On a montré que C C Ms. Comme en haut, My est une classe monotone, donc M(C) C My
O

Corollaire 8

Soient 4 et v deux mesures de probabilité sur (E, A). S’il existe une famille C C A stable par intersections finies
telle que o(C) = A et u(A) =v(A) VA € C, alors p = v.

Démonstration:
Posons:

G = {Ae Al u(4) = v(A)}

Alors C C G et G est une classe monotone (il suffit de verifier les axiomes, banalité). De plus par la proposition 7:

MC)=0c(C)=A etona A=M({C)CGCA

Exemple 9: Unicité de la mesure de Lebesgue

Il existe au plus une mesure A sur ([0,1], B([0,1])) satisfaisant A\( (a,b) ) =b—a YVO<a<b<1
Prendre C := {(a,b) |0<a<b< 1}

17



2.3 Variables aléatoires et tribus indépendantes
Définition 10

(i) Soient By, ..., B, des sous-tribus de A. By,..., B, sont indépendantes si:

VA, €Bi,...,An€By ona P(A;N---NA)=P(A) - P(A4,)

(ii) Soient Xi,..., X, des VA. Xy,..., X, sont indépendantes si (X1),...,0(X,) le sont.
(Si X; est & valeurs dans (F;, &;), ceci veut dire que P(Xy € Fy,..., X, € F,) =P(X; € Fy)---P(X,, € F,,)
et ce VFy € &,...,F, €&,.)
On peut aussi noter alors:

Proposition 11
Les VA X,..., X, sont indépendantes si et seulement si la loi de (X1, ..., X,,) est le produit des lois de X1,..., X,:

IP(X17.”7X") = IFDXI ® e ® PXn

(égalité de mesures sur (B X -+ x E,, £ Q@ ---®&,) )

Dans ce cas on a:
n

E [H fZ(Xz)] = H]E [f:(X;)] pour tout f; positive et mesurable
i=1

=1

Démonstration:
Soient F} € &, i=1,...,n. On a alors:

P(Xl ,,,,, X,,,)(Fl X oo X Fn) :P((Xl,,Xn) c F1 X oo X Fn) :P(Xl c Fl,...7Xn S Fn)
et Py, ® - ®@Px, (FA x -+ xF,)=P(X; € Fy)---P(X,, € F,).
Par la remarque (ii) de la définition 10, on conclut que X7, ..., X, sont indépendantes si et seulement si Px, . x,
et Px, ®--- ® Px, coincident sur tous les pavés Fy x --- x Fy,, F; € &,.
La famille des pavés C = {F} x --- X F,, | F; € & Vi} est stable par intersections finies et elle satisfait la relation

o(C) =& x -+ x &,. Donc par le Corollaire 8, on conclut que Xj, ..., X, sont indépendant si et seulement si:

Px,. . .x,=Px, ® - ®Px,

Dans ce cas on obtient par Fubini-Tonelli:
i=1 i=1 i=1

- H/fi(xi) Py, (dz;) = HE[fi(Xi)]

Note: La proposition 11 indique comment construire des VA indépendantes avec lois p1, . . ., p sur (E1, 1) -+ (En, &n).

D=E1 X xXE;, A= Q&E, P=u1 @ @ pin, Xi(w1,...,wn) =w; i=1,...,n
Alors Pxyx) =1 Q- Q@ pp
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Remarque 12

(i)

(iii)

Si Xi,...,X, sont indépendantes et f; : F; — R mesurables, on a:

E Hfi(Xi)] :HE[fi(Xi)]

a condition que E[|f;(X;)|] < oo Vi.

( En particulier si X1,...,X,, € L! sont indépendantes alors X; --- X,, € L'. Faux en général ex:

X1 = Xo, X1, Xo € L' et cela impliquerait que X; - X; = X12 € L' = X, € L? et donc pour tout X dans
L', X est aussi L2, ce qui est faux.

Si X1, X5 € L? sont indépendantes alors Cov(X1, Xo) =0

Attention: La réciproque est fausse. Exemple: X; une VA avec densité p symétrique, i.e. p(—z) = p(z) et

ee{£l}avec Ple =+1) =P =-1) = 1

2
Alors X7 et X5 := X satisfont Cov(X1, X2) = E[X; - Xa] — E[X1] ‘E[X2] = E[eX?] = E[¢] ‘E[X?] =0
=0 =0
Néanmoins, X; et X3 ne sont pas indépendantes. Si elles 'étaient alors |X;| et |X3| = |X;| seraient

indépendantes. Or si VA réelle X est indépendante d’elle méme est est presque stirement constante.

-

Soit X une telle VA:

Chebychev Var (X)
<

Var(X) =E[X?| -E[X]?=0 = V¢t>0, P(|X —E[X]| > 1) =

:0 —— X:E[X] p.S.

_I

Mais X; n’est pas p.s. constante vu qu’elle a la densité 2 - p(z) - 1r, ()

Remarquablement, si la loi de (X7, X5) est gaussienne, alors on a:
Cov(X1,X5)=0 < X; et X, indépendantes

(Théoreme de Wick, exo. 4.2)

Remarque 13

Soient X, Y, Z des VA indépendantes. Alors X et f(Y,Z) sont indépendants pour toute fonction mesurable f.

-

P(X €A f(Y,Z2) e B)=P((X,Y,Z)e Ax f'(B)) = (Px ®Py @Pz) (A x f~1(B))
=Px(A) - (Py ®Pz) (f1(B)) =P(X € A)-P(f(Y,Z) € B)

Ce principe de regroupement par paquets se généralise facilement.
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2.4 Le lemme de Borel-Cantelli

Soit (A )nen une suite d’événements. On définit:

limsup A,, := ﬂ U A, et limninf A, = U ﬂ Ay

n>0 k>n n>0 k>n

Intérprétation: lim sup A,, — Si Ay, représente I’événement qu’il pleut au jour k, alors 'événement ()| Ay représente
n
I’événement qu’il pleut une infinité de jours.
En reprenant cette interprétation |J[) Ay représenterait le fait qu’il existe un jour k & partir duquel il pleut tout
les jours. Plus mathématiquement:
limsup A, = {w € A, un nombre infini de fois }
n

liminfA, = {w € 4,, finalement }

On a liminfA,, C limsup A,,.
n n

Proposition 14 (Lemme de Borel-Cantelli)

(i) St Z P(A,,) < oo alors P (hm sup An> =0,ie: {neN|weA,} est fini p.s.
neN "

(ii) Si Z P(A,) = oo et si (Ap)nen sont indépendants alors P (lim sup An> =1,ie: {neN|we A,} est infini
neN "

p-s.

Remarque: Dans (ii), I'indépendance est importante; considérer:
) p p )

A, =A ¥YneN avec 0<P(4)<1

Démonstration:

(i)

P(limsupAn>lim}P’ U 4Ae | <lim 3 Bay) =52
n " k>n " >n

(ii) Pour un N € N fixé et n > N on a:

k=N k=N k=N k=N k=N
c . = c c de Morgan
Donc P A5 :nll)rréoﬂb(ﬂAk)—O:IP’ U Na]=o Pl U 4|=1
k>N k=N N>0k>N N>0k>N
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Exemple 15
Soit (22, 4,P) = ([0,1), B([0,1)), A) (X mesure de Lebesgue). Pour n > 1 on définit I'’événement:

2n71

k—% k
— 2
By, = U |: on—1" 2n—1>

k=1

Nous pouvons représenter les 3 premiers B,, comme ceci:

n=1 1 1 1 3

0 1 2 A 1
n=2322 * : : ;

0 1 2 i 1
n:3 k t i i :,3 |

0 1 2 7y 1

On définit ensuite X,, :==1p,. Siw = Z z1 - 27F est la représentation en binaire de w, on a pour tout n > 1:
k>1

n
1
w:Zxk-Q*’ﬂ—s” ou O§5<2—n
k=1

et on vérifie par récurrence que X, (w) = x,. Donc X, (w) = n-eéme chiffre apres la virgule de w (en binaire).

1
De plus, P(X,, =0) =P(X, =1) = 3 et (X,)n>1 est une famille indépendante.

En effet, pour tout z1,...,z, € {0,1} on a:
P P 1 P
—k _k _
P(Xy=a1,...,Xp =) =P D w275 Y ap-27F 4277 | = o= [T Pk = a)
k=1 k=1 k=1
Soit p € N* et x1,...,2, € {0,1}. Alors on a p.s.:
#{k I (Xk+1;"-an:+p) = (.’,Ul,...7.'1,'p) } =
r
Pour n € N posons:
Yn = (an+17--~7an+p) ~ .’Bl,...,.'lﬁp, .Z‘p+1,...,.’172p7 $2p+17...,$3p,...
———
Yo v Ya
Par la remarque 13, (Y, )nen est une famille indépendante. Posons A,, := {Y,, = (z1,...,xp)}.

Alors (A,,) est indépendant et P(A4,,) = 27P. Appliquer 14(ii).
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Plus fort (par intersection dénombrable):
ps. Vp>1,Vxq,...,z, € {0,1}

#{kEN* ‘ (Xk-‘rla"'an-‘rP) - (SCl,...,l’p)}:OO

Conclusion: Pour presque tout réel, n’importe quelle suite finie de 0 et 1 apparait une infinité de fois dans son
développement binaire. Il est possible de montrer le méme résultat pour le développement décimal d’un nombre.
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2.5 Sommes de variables aléatoires indépendantes
Définition 16

Soient 4 et v deux mesures de probabilité sur R. La convolution de p et v est la mesure:
prvi=p(p®r) ou p(,y)=z+y

Remarque 17
Si p(dz) = f(x) dz et v(dx) = g(x) dz alors:

(4 v)(dx) = h(z) de ot h(x) = / fla—yaw) dy (= (f+9)(@))
-

Pour ¢ > 0 on a:

[ @ Gwrriae) = [ oo +) wovids dy) = [ ola+n)f@ty) dedy = [ o) ( [t =) dy) da

_|
Remarque 18
Si X et Y sont indépendantes alors:
Pxiy =Px *Py Deplus: Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y)
Notation: X 2V <= Py =Py
Exemple 19
Soit X; < N(my,a1) et X 4 N (ms,as) indépendantes. Alors:
X1+ X9 i ./\/(ml +mso,a1 + ag) Exo.
Proposition 20: Loi faible des grands nombres
Soient (X,,)nen+ des VA indépendantes dans L? avec la méme loi. Alors:
1 2
—(Xi4-+ X)) L EX]
n n—00
Démonstration:
1 2 1 1 2
E (g(X1+ +Xn)—E[X1]> :| =E|:(n(X1+ +X,)—E[ (X1 + +Xn)])
1 1
= Var <(X1 +- 4 Xn)> =3 Var(X; +---+ X,)
1
= — (Var(Xy) + -+ + Var(X,))
1
= — Var(X
~ Var(X1)
]
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Remarque: I suffirait que Cov(X;, X;) =0 Vi # j a la place de I'indépendance. En effet reprenons I’égalité de
la démonstration:

1 1
o Var(X; + -+ X,) = = (Var(X;) + - - 4+ Var(X,,))

()n ulilise, avec }/:n - XTL - E X’IL .
=1

Exemple 21: Approximation polynoémiale

n n n

=D EMY] =) ENF =} Var(X))

ISl 0 o i

Var(X1 4+ - -+ X,,) =E

Soit f continue sur [0, 1] et définissons le n-éme polynoéme de Bernstein:
S k
fa=Y (1)t amarrg (5)

k=0

Alors f, — f uniformément.

r
Soient X1, ..., X, indépendantes avec la loi Bernoulli (p). Alors S,, = X7+ -+ X, a laloi binémiale:

P(S, =k) = (Z)pk(l —p)"* et notons aussi E {f<5n>} = fu(p)
n
Intuitivement, on s’attend & ce que E[f(Sn/n)] — f(p) vu que % €_L2> p

Plus précisément: soit € > 0 et choisissons 6 > 0 tel que [z —y| < § = |f(z) — f(y)| < e (f est
continue sur un compact et donc elle est aussi uniformément continue.) Alors:

()1 ] 28 ()] (o)

Sn
<e+2|fll~-P (\n -p|> 6)

Sh 1 1—
Par Chebychev: < e+ 2| flle - Var [ 20) . L < cpoe - 2E=2) .
n 52 n - 62 n—o00

s +
T"—P’<5

_I

Dans Prop. 20, "faible” veut dire dans L? plutot que p.s. Une convergence p.s. est beaucoup plus utile en
général.

Remarque 22
SiY, — Y dans LP pour p > 1, il se pourrait tres bien que Y, (w) 4 Y (w) pour tout w € Q

Pour un exemple, ag = 0,a1,az,--- € [0,1) avec a, nzse 0, Z Ay = 00
neN
n n+1
Soit By, := [Z ag, Z ak> . On peut ensuite définir A4,, := ¢(B,) ol p(x) := z—|z] ($(x) rend la partie décimale
k=0 k=0
de z)

Soit 2 = [0,1), P = Lebesgue. Alors: P(4,) = A(By) = a,. Soit Y,, := 14, , alors:
E[|Yn|p]:an ? 0 Vp=>1

Mais Vw € [0,1) on a Y, (w) = 1 pour un nombre infini de n.
Note: Si Z an < oo alors Y,, — 0 p.s.

n
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Proposition 23: Loi des grands nombres dans L*

Soient (X, )n>1 des VA dans L* avec la méme loi. Alors p.s.
1
L&y e X) B

Démonstration:
On peut remplacer X,, par X,, — E[X,,] et donc supposer que les VA ont des éspérences nulles ( E[X,,] =0 ). Alors:

n

1 1
E (n(X1+...+Xn))4] = — Z E [ Xy Xy Xy X4 ]
kl,kz,k37k4:1

On voit ici que les termes (k1, ko, k3, k4) doivent étre regroupés 2 par 2 (ou par 4), d’olt la séparation de somme:

1

= — (- E[X{])+3-n(n - DE[ X} ] E[ X} ])
< % Pour une constante C' < oo
On déduit:
1 4 1 4
ZE|:(TL<X1++X")) ]:E Z(E(Xl—i—_'—X”)) < o0
n>1 n>1
Et donc

Corollaire 24
(Ap)nen+ événements indépendants de méme probabilité.
1
= - ; 1a, — P(4y)
Exemple 15 (suite)
Soit p € N* et £ € {1,...,p}, et définissons

Yf = (X(n—l)p-‘r@ e 7an+e—1)

Par Pexemple 15 et la remarque 13, ¥/ € {1,...,p}, (Y;))nen- est une famille indépendante. Pour tout z =
(z1,...,7,) € {0,1}?, en appliquant le corollaire 24 & I'événement A,, = {V; = 2} on obtient:

1 . 0 p-S. —p
g#{ze{l,...,n}\Yn—x} n:>>02

Vu que ceci est vrai pour tout £ € {1,...,p} on trouve:

1 .S.
E#{ie{l,...,nﬂ (Xiyooy Xigpo1) =a} 25 9P

n—oo

En prenant lintersection (dénombrable) sur p € N* et « € {0,1}? on trouve: Pour presque tout w € [0,1), on a
Vp € N* Vz € {0,1}?,

%# {fie{l,....;n} | (Xi(w),..., Xiyp-1(w)) =2} — 277

n—oo
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3 Convergence de variables aléatoires

3.1 Notions de convergence

Soient (X,,)n>1, X des VA a valeurs dans R. Que veut dire X,, — X ?

n—oo

Rappel:
e X, 2% XsiPlimX, =X)=1

n—oo
e X, N XpourpzlsilimEHanXVJ] =0.
n—oo n

Définition 1

X, converge en probabilité vers X, noté X, N X, siVe >0, limIP’( ‘Xn — X‘ > 5) =0
n—oo n

Proposition 2

0
Soit £° I'espace des variables aléatoires sur (2, A, P) & valeurs dans R? et L0 = L /N ,ouX ~Y < X =Yps.

Posons les opérateurs: x Ay := min(z,y) et « V y := max(z,y) et définissons:

d(X,Y) =E[|X - Y|A1]
Et alors (L°,d) est un espace métrique complet, et on a X, X = d(X,, X) =0

Démonstration:

d est une métrique sur L°: évident.

e Supposons que X, X = vee (0,1]:

E[|Xn —X|A1] =E[|X, — X| - 1x,_xj<c] + E[ | X0 — X| - 1|x,—x|>¢]
<e+P(|X,—X|>e)—oe = d(X,,X)—=0

e d(X,,X) >0 = Vee(0,1]:

Cheby.
f(x);ml E[ X, — X|]

e

P(|X,—X|>¢) 50 = X, X

e Reste & montrer que LY est complet. Soit (Xn) une suite de Cauchy dans (L° d). Prenons une sous-suite
Vi = X, telle que d(Yy, Yiy1) < 27%. Alors:

E > (Vi —YalAl) [ ) 277 <0
k=1 k=1

o0 (o)
= Z(\Yk+1—Yk|/\1)<oo p.s. = Z\Yk+1—Yk|<oo p-S.
k=1 k=1

On peut alors définir:

X: =Y+ Z (Vi1 — Ya)
k=1
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Alors Y}, P X et donc:

conv.
dominée

d(Vy, X) =E[|Ys = X|A1] — 0O

k—o0

Donc d(X,,,X) — 0 aussi.

]
Proposition 3
() X, 23 X ou X, 25 X = X, = X
(il) X, £y X = 3 sous-suite (Xn,) telle que X, kg X
— 00
Démonstration.:
(ii) Démonstartion de Prop. 2.
glonv,
(i) Xo 23X = P(|X,—X|>e)=E[Lx,_xj>c] — 0
LP E[ |X7l - le ]
X, 5 X = P(|X, - X|>e) <"1 50
€
]

Remarque: Dans la Prop. 3 (ii), prendre une sous-suite est en général nécéssaire. (cf. Remarque 2.22)

Mais si la suite converge probabilistiquement suffisemment vite: Ve > 0 Z P(|X,—X|>e)<ooalorsiln’y a
n>1
pas besoin de prendre une ss-suite, et X, 2% X, par Borel-Cantelli:

E Zl|xn—x|>s <00

n>1

Résumé des notions de convergence de VA sur (2, 4, P)

apres

ss-suite
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3.2 Loi des grands nombres

But: Montrer la Proposition 2.23 sans 'hypothese X; € L*.

Lemme 4
Pour i« = 1,...,n soit C; une famille stable par intersections finies contenant , et soit B; := o(C;). Si VC; €
Cl,...,Cn ECn:
P (ﬂ c,-) =[I®c)
alors By, ..., B, sont indépendants.
Démonstration.:

Pour Cy € Cs,...,C,, € C, fixés, on pose:
My :={BL€By |P(BiNCaN---NCy) =P(By) - P(Ca) - P(Cy)}
Alors C; C My et M; est une classe monotone, donc par le lemme de classe monotone.
Mi D M(Cy) =0(Cr) =By

et on a donc VBy € B1,C5 € Cy,...,C, € Cy: P(Bl NCyN---N Cn) = P(B])P(CQ) .- P(Cn)
On continue ainsi: fixons By € By,C3 € C3,...,C, € C,, et définissons:

My = {Bg € By | ]P’(B1 NBaNCsN---N Cn) =P(B1)-P(Ba) - P(Cs) - - -]P’(Cn)}
Par le lemme de classe monotone et la conclusion du I’étape précédente, on a My D Bs... continuer par récurrence.

O

Proposition 5: Loi du tout ou rien, loi de 0-1
Soient (X,)n,>1 des VA indépendantes. Pour n > 1 on définit la tribu: B, := o (X |k >n). Alors la tribu
asymptotique:
Bo =] Bn
n>1
est grossiere, au sens ot P(B) =0 ouP(B) =1, VB € By

Démonstration:
Soit D, := o(Xk | k < n). Alors D,, et B, sont indépendantes.

-

(i) Pour k > n+1so0it Byy1p = 0(Xnt1s---, Xk)-
En prenant C; = {Bl n---NB, | B; € O'(Xl>} et Cp = {Bn+1 N---N By | B; € O'(Xi)}
Dans le Lemme 4, on trouve que D,, et B, 11 sont indépendants.

(if) Soit C; =Dy, et Co = U Bri1k. Alors 0(Cy) = D, et 0(Ca) = Byy1, et par (i) et Lemme 4 nous avons que

k>n+1
D,, et B, +1 sont indépendantes.
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Donc D,, et D, sont indépendants Vn.
Avec C1 = U D,, et Co = Bo on a donc VC; € Cy, Cy € Ca:

n>1
P(C1NCy) =P(Ch) - P(Ca)
donc par le Lemme 4, cela implique:
o(C1) =0(x, |n>1) et o(Co) =By sont indépendants
Puisque Bo, C o(zy, | n > 1) on a que By est indépendante d’elle méme. VB € B:

P(B) =P(BN B) =P(B)> = P(B) € {0,1}

Remarque 6

Si X est mesurable par rapport a une tribu grossiere, alors X = const. presque stirement.

Soit (X,,)n>1 des VA indépendantes. Alors:
. 1 . 1
X :=limsup — (X7 + -+ Xp) = limsup — (X, + --- + Xx)
k—o0 k k—o00 k

Et ce Vn > 1, donc X st B,,-mesurable Vn > 1, donc X est B-mesurable. Méme chose pour liminf.

1
Conclusion: si —(X; + -+ 4+ X,,) converge p.s. alors la limite est constante p.s.
n

1
Si les X,, ont la méme loi, par Exercice 8.3, on sait que si X7 ¢ L* alors —(X; + --- + X,,) diverge p.s.
n

Proposition 7: Loi des grands nombres

Soient (X, )n>1 des VA indépendantes, de méme loi, dans L. Alors:

%(Xl +o+ X, 25 E[X]

n—oo

Démonstration:
Soient S,, := X1+ ---X,, et Sp := 0. Soit a > E[Xﬂ et M :=sup(S, —n-a)
neN
M est une VA a valeurs dans [0, oo] (pour n = 0 on a M = 0 donc le sup est forcément au dessus)

On va montrer que:

M < oo ps. (%)
Supposant que (x) soit montré, de S, <na+ M Vn on déduit:
. Sn,
L:=limsup — <a ps. Va> E[Xl]
n

n—roo

Donc L < E[Xl] p-s.
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/—g%
VkeN* ona P(L<E[X]+ )zl:P(ﬂ{LgE[Xl]—k%}):l

1
k kEEN* S

{L<E[Xi]}
|
En remplacant X,, par —X,, on obtient que:
Sn
liminf — > E[Xl] p-s
n—o00 n
. Sp
On conclut: lim — = ]E[Xl] p-s.
n—oo N
Il reste & démontrer (*).
D’abord, {M < oo} € B
r
{M <0} = {sup(Sn —na) < oo}
n>0
= {sup (Sp = Sk — (n—k)a) < oo} € Biy1 = 0(Xp1, Xpgas---), VE=>0
n>k
J

Par la loi du tout ou rien, il suffit de montrer P(M = 0o) < 1. On procedera par 'absurde en supposant que M = oo
p-s.

On définit Vk € N

My := sup (S, — na)
0<n<k _ =~
Xyt X
/
M = sup (Sp41— 51 — na)
0<n<k “——~—
Xo++Xnt1

Clairement, M, 4 M; VkeN. OnaM = klim My, et on définit M' := lim M. (Notons que {Mj}ren et
— 00

k—o0
{M] }ren sont des suites croissantes, ce qui justifie 'existance de leur limite.)

On conclut que M < M.

-

P(M <z)=P(M, <z Vk)Z lim P(M; < 2)
—00

(x): Car M}, est croissante. On peut utiliser le méme argument pour M;,.
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De plus:

Mpy1 =sup (0, sup (S, —na))
1<n<k+1

En posant le changement de variable: n+— n + 1

=sup (0, sup (Sp41— (n+1)a)) =sup (0, My + X1 —a)
0<n<k
= M}, — inf (a — Xq, M,’C)
Donc en prenant I'espérence des deux coté (tout fonctionne car nous sommes dans L!):
E[inf (a - X1, M})| = E[M[] —E[My,]
——
=E[M}]
<0

En utilisant que ‘ inf (a - X, Mj )| < |a — X1]| et on peut alors utiliser la convergence dominée, on obtient:
~—~

>0
E[inf (a - X, M’)] <0

Si M = co p.s. alors M’ = co p.s. car ils ont la méme distribution, et donc inf (a - Xy, M’) =a— X;.
Donc E[a — Xl] < 0 mais E[a — Xl] >0. %
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3.3 La convergence en loi

On note C, = () (Rd) pour I’ensemble des fonctions bornées (avec la norme sup) et continues sur R%.

Définition 8

(i) Soient (s1,), p des mesures de probobilité sur R?. Alors p,, converge étroitement, ou faiblement, vers j, noté
(& .
M — [4, SL:

/wdunnjgo/wdu Ve € Cy

(Différentes notations existent dans la litérature: i>, —, =, =)

(i) Soient (X,) et X des VA & valeurs dans RZ. Alors X,, converge en loi, ou en distribution, noté X, 4 x , sl
Px, —%5 Px. Ceci veut dire:
Elp(Xn)] — E[p(X)] Vel

P
Remarque: La convergence %4 est de nature tres différente de Lk L—), L.
Elle ne concerne que les lois. En particulier, (X,,), X peuvent étre définis sur des espaces de probabilité différents.

De plus la limite n’est pas unique. Par exemple si X et Y ont la méme loi, X, Ay X et Xn Ay,

Exemples 9
(i) Si an — a alors §,, —= &,.

1 2
(ii) X, est de loi uniforme sur {, — e, n} et X de loi Lebesgue sur [0,1]. Alors X, NS'S

n’'n n
(Approximation par sommes de Riemann pour fonctions continues.)

(iii) Soit  une mesure de probabilité (sur RY) et s7(x) := - x pour n > 0 (une homothétie). Alors s”pu ig o
n—

-

[ @ stutdn) P [ gtz o) -5 (0

_I

En particulier, si p(dz) = p(z) dz, on a slu(dz) = —-p (x) dx (Ex. 2.2) En prenant p une gaussienne:
n

S|

A
pl/10

Y
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(iv) pn(dz) = pp(2), p(dz) = p(x) dz. Sidg > 0tel que p, < ¢ Vnet [g(z) dz < co et p, — p presque partout,
alors fi, —pu par convergence dominée.

Proposition 10

Si X, —=X alors X,,—5X.

Démonstration:
P . &
Supposons que X,,— X mais que X, X. Donc:

JpeC, telque E[p(X,)] =+ E[p(X)]

n— oo

Prenons une sous-suite (ng) et € > 0 tel que Vk: ’E[@(Xnk)] - E[@(X)]’ > e

Par Proposition 3(ii), il existe une sous-suite (nke) telle que Xnkg P2 X. Donc par convergence dominée on a:

—0 g

{— 00

B o (ng, )| B[]

Remarque 11

La réciproque est fausse. Pire: elle ne veut rien dire.

En général si Xni>X il se peut que (X,,) et X soient définis sur des espaces de probabilité différents.

. . . d N P
Néanmoins, si X,,—a, ol a est une constante, alors X,,—a.

-

Soit € > 0 et p € CY telle que p(a) =0 et p(z) =1 i |z — a| > & (par exemple p(x) =1 A lz—al ):
5
] ’
a—¢ a a+e

Alors:
P(|Xn — X|>¢) =E [Lix,—x|>¢] SE[p(Xn)] — ¢(a)=0

n—oo
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Proposition 12

Soit C,. = { fonctions continues & support compacte } (nous sommes toujours dans R%) et H C Cj, tel que 'adhérence
de H par || - ||L~ contient C, . Sont équivalents:

Vi € Cy, / iy, — / pdu  (c-a-d: pp—p)
Vo € C, /sadun—>/<pdu

Vo e H, /wdun—>/sodu

Démonstration.:

(i) = (ii) et (i) = (iii): évidents.

On montre (ii) = (i) et (iii) = (ii). (ii)) = (i):

Supposons (ii). Soit ¢ € Cy. Soit (fi) une suite dans C, telle que 0 < fr < 1 et fr 11 pour k — oc.

On décompose

/wdun*/sﬁdu:/wdun*/w‘kdun+/<ﬁfkdun*/90fkdu+/s0fkduf/s0du

(4) (B) (©)

(x) Yk, (B) % (pfe )

n—0o0

() 1] < llpllze - (1= f i dp) 3 im0~ f S dp)

) (O] < llellzee - (L= [ fi dp)
Conclusion: Vk,

lim sup /sﬁdun f/cpdu < 2[|pllpee (1 */fk du)
n—oo
En prenant & — oo on obtient (---)— 0 (conv. monotone)
(iil) = (ii):
Supposons (iii). Soit ¢ € C,.. Soit @i € H telle que || — @kl — 0
Alors VEk:

<lle—prllLeo

/@dun/@du‘élimsupO/wdun/wkdun
n—oo

+‘/¢kdun—/¢kdu’+'/<ﬁkdu—/@duD <2l —¢rllL= — 0

— <ller—wllLee

n— oo

lim sup
n—oo
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Attention: X, -5 X n’implique pas en général que P(X,, € B) —» P(X € B).
Exemple: (i) : 61/, —3 6o mais d1/n({0}) =0 A 1 = 0o({0}).
(Cf. convergence en variation totale, exercice 7.3)

Proposition 13 (Portmanteau)

Soient (pt,,), i des mesures de probabilité sur R%. Sont équivalents:
(i) pn — p
(ii) V ouvert G C R?, liminfu, (G) > u(G)

(iii) V fermé F C R?, limsup i, (G) < p(F)

(iv) VB € B(R?) tel que u(dB) = 0: 1i711n tn(B) = pu(B)

Démonstration:

i) = (ii): Soit G ouvert. Alors il existe o € Cy, k € N*, telles que 0 < ¢ < 1 et ¢ 7 1. Par exemple:
® ¥ ¥

A

SOA’,

o
Y

Donné par: ¢i(z) := 1A (k- dist(z, G%))
Alors comme @ < 1g:
liminf p,(G) > sup liminf/go;~C dpy
n n
k —_—
=[ o du
= Sup/wk dp < p(G)
k Conv. Mono.

(i) <= (iii): Evident avec F = G°.

(i) + (iii) = (iv): Soit B € B(R?).

lim sup j, (B) < limsup pn( B) < u( B)
n

n

liminf p,(B) > liminf p,(B°) > u(B°)
n n

Rappel: 0B = B\ B°

Si w(0B) on a u(B) = u(B°) = p(B) et on obtient (iv).
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(iv) = (i): Soit ¢ C C} et supposons que ¢ > 0 (sinon on consideére ¢ = ¢4 —p_, Y4, p_ > 0)
Avec K :=sup ¢(z) on a (Cf. Exercice 1.3):

/ (@) p(dr) = / / } Loy dt p(da) "= / ") @

Ow: Ef :={z cR%| ¢(z) > t}. De méme:

[ @) nalie) = / " () d

Ona dE! C {x € RY| p(z) =t}
-

¢ continue = Ef fermé et Ef D {x € R | p(x) > t}, qui est ouvert, C Ef.
— OEf = E7 \ Ef c {z e R | o(z) =t}

De plus, {t €0, K] | p({z | p(x) =t}) > O} est au plus dénombrable.

-

T =
—

U{tm{xw z)=1t)) >

#(... )<k = ensemble fini

Par (iv) p, (EY) 2 (EY) dt-p.p., et donc:

[ @ nalae) = / " e () dreme / ") dt = [ (@) utas)

n—roo

Corollaire 13
Soient X,,, X des VA & valeurs dans R. Alors

Xp-HX = Fx, (x) — Fx(xz) pour tout z ol F' est continue
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Démonstration:

= : De Prop. 12 (iv)

<=: Les points de discontinuité, D, de F' forment un ensemble au plus dénombrable.

-

Pour z € D on a: F(z—) := li}n F(y) < F(z). Donc il existe g(z) € QN (F(x—), F(z)). Par monotonie de
y, T
F,q: D — Q est injective.

-
Donc les points de continuité R\ D est dense dans R.
Soit x € R et ¢ > 0. Alors il existe § > 0 tel que:
Flz+0) <F(x)+e et Flx—0)>F(z—)—¢
A
F(x)
Fa=)
(@ b\ >
T 7 >
z—§ T x4+
Soit a € [z —d,x] et b € [z,z + J] dans R\ D. Alors on a
lim Fx, (a) = F(a) > F(x =) > F(z—) > F(z—) —¢
= liminf Fx_ (x—) > liminf Fx, (a) > F(z—) —¢
Donc:
liminf Fx (z—) > F(z—) (%)
De méme:
lim Fx, (b) = F(b) < F(z) + ¢ = limsup Fx,, (z) <limsup Fx, (b) < F(z) + ¢
= limsup Fx, () < F(x) (x%)

37



Soient p, =Px, et u=Px. De (x) et (%) on déduit que Yo < 3 on a:

liminf i, (0, 6)) = liminf (F,(6-) — Fu(a)) > F(6-) — Fla)

Soit G un ouvert. Alors il existe des intervales ouverts disjoints I, k > 1, tels que G =

Pour € > 0 fixé soit K tel que Z (Ix) <e. Alors.
k>K

K K
.. > Timi T
hmnlnf pn(G) > hmnlnf L (pl Ik> hmnlnf kg_l o (1)

K
Z Ik >'u
k=1

Ce qui implique, par Prop. 12.(ii), que liminf p,(G) > u(G), ce qui conclu.
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3.4 Fonctions caractéristiques
Définition 14

X une VA dans R?. La fonction caractéristique de X, ou la transformée de Fourier de Py, est:

~

©x(€) =E[eN] =Px(§) = a(¢) = / et X Px(dr) avec &eR?

Notation d’analyste

Note: @y € Cy(R?) par convergence dominée.

Proposition 15

Soit X € R une VA gaussienne d’espérance 0 et de variance 2. Alors:
o2
ox(6) e (-5 - €)

Démonstration:

2
Dy (&) = / . 1271' - exp (—23;2> -exp(i€x) dx

On peut supposer que o = 1 et calculer:

1= [ e (<) esplieo) dr

On obtient:

2

F©) = [ o= (—”““2) iz - explite) di

= \/% . /R(—z') Oy [exp (mj) } -exp(i€z) dx
e _ %W/R(—l)exp (-f) € - explitz) do

=—¢- f(&)

On obtient donc une equation différentielle:

2
Et donc on obtient assez facilement que f(£) = exp (2)
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Proposition 16

La transformée de Fourier [i(§) = / it p(dr) d’une mesure de probabilité u sur R? est caractérisée par pu, i.e.

w— fi est injective.

Démonstration:
Soit d’abord d = 1. Pour o > 0 soit les fonctions:

1 2
o exp (—;‘2) (Densité de N'(0,0?))

fola): = go * plz) < /ga(fv —y) u(dy)

o () :

Et: pe(de) := fo(x) dz

On peut voir la mesure u, comme une sorte de lissage de la mesure p donnée:

A A
p Ho

JERVAW I

VAN

)

II suffit de montrer que:
(i) po est détérminé par i

(ii) po —>p
xr

(i) |:

2
oV2mg,(x) = exp (—222> Prop: 19 /eiﬁr '95(5) dg

donc:

fola) = / 0o — ) p(dy)

- 071% / / S g1 () dg pu(dy)

ubini 1 ifx —1
et [ty e) [ ulay) ae

o
1

oV 2w

[ 03 =) de ()

: Pour ¢ € Cp on a

/cp(w) po (d) = /@(x)/ga(m—y) ul(dy) da "= /ga +o(y) p(dy)

Par convergence dominée, on a g, * ©(y) :)@(y):
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2

217ra exp (;;) oy — ) dv /\/%exp ( 5 > oy — ox) de —s (y)

Donc

/ ¢(@) po(dz) — / e(y) n(dy)

Pour d > 1: Méme argument avec:

d
9D (zy,. .. xq) = H 9o ()
i=1
Petite remarque: Formellement, avec 0 = 0, on a pour u(dz) = f(z) dx et f= i,

Comparer avec:

Proposition 17

Soient fi,,,  des mesures de probabilités sur R%. Alors:

fn = = in(§) —A(§)  VEER

Démonstration:

— : Evident: La transformée de Fourier d’une mesure de probabilité est l'intégrale de cette mesure par rapport
a la fonction e* qui est une fonction continue et bornée. Donc cela suit directement de la définition de
convergence étroite.

<= : On traite uniquement le cas d = 1 (d > 1 est treés similaire).
Soit fi,(€) — 1(&) V€ € R. Soit ¢ € C,.. Alors:

/gawdu e /w(x) (g * 1) () d /w . /ei&gg(ﬁ)ﬂ(—f) d¢ dx

oV2r

et pareil pour p,. Par convergence dominée:

[een@it-de - g ©n-9a v

n—oo

Et donc, a nouveau par convergence dominée:

/gawdun — /ga*sodu Vp € Cc (#x)

Finalement, soit H :={g, x| 0 >0 et ¢ € C.}. Alors Padhérence de G par rapport & || - ||~ contient
C..
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2

e (<o) (vl =)~ via) dy

e Co = |go ¥1p —t||pe = sup

1 y2>
=su exp | —= z—oy)—Y(x))d
w| [ e (<5) (e o) - v(w) dy
Soit € > 0 et K > 0 tel que:
1 y2) €
ep (~L) dy<
/ V2 ( 2 9]l Lo
ly|>K
Alors par continuité uniforme de :
llgo * 1 — || L < sup / L exp <_y2) (w(x—ay) — Y(x) ) dy| +2 — 2¢
7 B V2T 2 —~— oc—0

Par (), on a [ duy, — S du V¢ € H. On conclut par la Proposition 12.
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3.5 Le théoréme central limite

Soient (X, )n>1 une suite de VA réelles indépendantes de méme loi dans L'. La loi des grands nombres dit que:

1 5
X1+ +X,) =5 E[Xq]

n n—oo

Question: Quelle est la vitesse de convergence ? i.e. lordre de grandeur (en termes de n) de lexpression

1
E(Xl + -+ X,,) — E[X;]. Pour X,, € L?, la réponse est facile & deviner:
IE:[(X1 foot Xp—n- E[Xl])ﬂ = Var(X; + - + X)) = n - Var(X))
X 44X, —n-E[X
Donc =% R n-E[X] est d’ordre 1.

NG

Résultat plus précis qui identifie méme la loi des fluctuations:

Proposition 18: Théoreme central limite

Soit (X, )n>1 VA réelles indépendantes de méme loi dans L? avec variance 2. Alors:

%<X1+-~-+Xn)—n-E[X1]> L N(0,0%)

Démonstration:
On peut supposer que E[X;] = 0 (sinon on remplace X,, par X,, — E[X,]).
On utilise que pour X € L? on a:

@x(€) = 143+ E[X] - 26 E[X7] + o(e?) (*)
-

(&) =i E[Xexp(i€X)] et @%(&) =—E[X?exp(itX)]

Donc X exp(iéX) et X2 exp(i¢X) sont L', et comme les &'y et ®% sont continue (On peut facilement
vérifier cela). Donc ®x € C?(R) par convergence dominée. Utiliser Taylor ensuite.

Et on conclu donc par Proposition 17.

Remarque: Notons que cette proposition ne répond pas a la question de vitesse de convergence.
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